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Numerikus differencialas Matlab-bal

Példa

Tegyiik fel, hogy az f(x) = w fliggvény értékei h = 0.001 lépéskozzel
adottak a [0.1, 27] intervallumon. Derivéljuk numerikusan a fiiggvényt!
Abrazoljuk az eredményt a fliggvény tényleges derivéltjaval kozos abran.

Megoldas. A derivdlt kozelitésére példaul a kovetkezo
differenciahdnyadost haszndlhatjuk (ahol h > 0, kicsi érték):

Fo0 ~ T hlz — f(x)
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Hasznaljuk a Matlab diff fuggvényét.

Ha y egy n elemii vektor, akkor diff (y) egy (n — 1) elemii vektor, az y
szomszédos koordindtdinak a kilonbségeit tartalmazza:

diff(y)=[y(2)-y(1), y(3)-y(2), ..., y(n)-y(n-1)]

Ha adott az alappontok x vektora, és az alappontokban felvett
fuggvényértékek y vektora, akkor

di=diff(y)./diff (x)

a differenciahdnyadosok vektora.

>> h=0.001;

>> x=0.1:h:2*pi;

>> y=sin(3*x)./x;

>> d1=diff(y)./diff(x);

>> figure; plot(x(l:end-1),d1)

Megj.: Mivel most az alappontok ekvidisztansak haszndlhattuk volna a
di=diff (y)/h;
utasitdst is.
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h=0.001;

x=0.1:h:2%pi;
y=sin(3*x)./x;
d1=diff(y)./diff(x);
figure; plot(x(1:end-1),d1)

2
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Az f fliggvény derivaltja:
_ 3cos(3x)  sin(3x)

X X2

f(x)

Szamitsuk ki ennek értékeit az x-ben adott helyeken, és dbrazoljuk az
el6z6 dbran:

>> fd1=3*cos(3*x)./x-sin(3*x)./x."2;
>> hold on; plot(x,fdl); hold off

Kiszamithatjuk mekkora a legnagyobb eltérés a d1 és £d1 elemei kozott.
(Vigydzzunk, a d1 vektor eggyel kevesebb elemet tartalmaz, mint az £d1.)

>> max(abs(fd1(1:end-1)-d1))
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h=0.001;

x=0.1:h:2x%pi;

y=sin(3%x)./x;

di=diff (y)./diff (x);

figure; plot(x(1:end-1),d1)
fd1=3*cos(3*x)./x-sin(3*x) ./x."2;
hold on; plot(x,fd1l); hold off

2

d1
fd1
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Feladat

(1) Differencidljuk az f(x) = S'”(3X) fliggvényt numerikusan ugy hogy h
értékét valtoztatjuk (pl. h = 0 01, h=0.005, h =0.001), é
szamitsuk ki a legnagyobb eltérést a derivalt pontos értékétél.

(2) Tegyiik fel, hogy az f(x) = sin( 100) fuggvény értékei h = 0.001
|épéskozzel adottak a [0.5, 27] intervallumon. Derivéljuk numerikusan
a fliggvényt! Abrézoljuk az eredményt a fiiggvény tényleges
derivaltjaval kozos dbran. Magyardzzuk meg az eltérést a @
fv-nél |atottakhoz képest.

(3) Tegyiik fel ismét, hogy az f(x) = sin(122) fiiggvény értékei h = 0.001

|épéskozzel adottak a [0.5, 27] intervallumon. Derivéljuk numerikusan
a fuggvényt! A derivalt kozelitését szamoljuk a
/ f(x+ h)—f(x—h)

Tl = Il7i_n>10 2h

Osszefliggés alapjan. Mit tapasztalunk?
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A masodik derivalt kozelitése Matlab-bal

Alkalmazzuk a diff fuggvényt kétszer egymds utan.
h=0.001;

x=0.1:h:2x%pi;

y=sin(3*x)./x;
di=diff(y)./diff(x);
d2=diff(d1l)./diff(x(1:end-1));
figure; plot(x(l:end-2),d2)

Masik lehetdség: haszndlhatjuk a masodrendi differencidkat elallité
diff (y,2) utasitdst (ez ugyanaz, mint diff (diff(y))). Ekkor
(felhasznalva, hogy x-ben az alappontok most h |épéskozzel kdvetik
egymast)
h=0.001;

x=0.1:h:2x%pi;
y=sin(3*x)./x;
d2=diff(y,2)/h"2;

figure; plot(x(1l:end-2),d2)
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Példak differencidlegyenletekkel megoldhaté feladatokra

1. Példa

Egy tartdlyban 100 liter, 10 kg sét tartalmazé oldat van. A tartalyba
folyamatosan vizet vezetiink be, 5 litert percenként (feltételezziik, hogy a
befolyé viz keverés kovetkeztében egyenletesen oszlik el a tartdly
egészében). A keverék ugyanilyen sebességgel folyik ki. Mennyi s6 marad a
tartalyban 1 éra mdlva?

v

Megoldas:

e y(t): a t-edik idépillanatban a tartdlyban 1év6 s6 mennyisége

e At idS alatt mennyit véltozik a sé mennyisége? (Azaz mivel egyenld
y(t+At) = y(£)7)
o A t-edik id8pillanatban 5 liter oldatban 125y (t) kg s6 van.

” .. p . _ 5 .
e Ha At elegendden kicsi, a tartalybdl At id6 alatt 155y (t)At s6
tavozik.
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Példak differencidlegyenletekkel megoldhaté feladatokra
Az egyenlet:

Yt +A8) — y(t) = 55y (1AL,
azaz

Ha At — 0, akkor )
/  ——
A KDE megoldasa:
y(t) = C-ext,

ahol a C konstanst az y(0) = 10 kezdeti feltételbdl hatarozzuk meg:

y(0)=C-e %0 = C =10,

tehat

y(t) =10 e 2t és y(60) =10 - e 3 ~ 0.5
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lrdnymezd
Ha az el6bb felirt

V(1) = —sy(1)

egyenlet y(t) megoldasa athalad a sik (to, yo) pontjan, akkor ott a
meredeksége —%yo.

Racsozzuk be a sik egy tartomanyat, és minden racspontban rajzoljuk be a
meredekséget megadé nyilat:
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lrdnymezd

Rajzoljuk rd az dbrara az y(0) = 10 kezdeti feltételhez tartozé megoldast:
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lrdnymezd

Ha a kezdeti feltétel y(0) = 7, illetve y(0) = 13 lenne:
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lrdanymez6é Matlab-bal

A quiver filiggvény segitségével: Ha
o [T,Y] tartalmazza azokat a pontparokat ahonnan a vektorokat
indulnak,
o [dT,dY] a vektorok koordindtiit,
akkor
>> quiver(T,Y,dT,dY)
kirajzolja az irdnymezot.

Altaldnosan az y'(t) = f(t,y(t)) egyenlet irdnymezeje:

>> [T Y] = meshgrid(minT:stepsize:maxT, minY:stepsize:maxY);
>> dY = £(T,Y);
>> dT = ones(size(dY));

>> quiver(T,Y,dT,dY);
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Példa
Rajzoltassuk ki az y'(t) = —55y(t) KDE irdnymezejét a [0, 15] x [0, 15]
tartomdnyban.

@ ,,Racsozzuk be" a tartomanyt, mindkét irdnyban valamilyen, most pl.
1-es |épéskozzel:
>> t=0:15; y=0:15;
>> [T,Y]=meshgrid(t,y);

Ekkor T és Y is 16 x 16-os matrix:

01 14 15 0O 0 ... 0 O

01 14 15 1 1 -~ 1 1
T = Y =

01 ... 14 15 15 15 ... 15 15

(A T és Y métrixokat ,,egymasra helyezve’ megkapjuk az Osszes
lehetséges (t;, yj) part)
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@ A [T,Y] minden eleméhez dllitsuk el6 a vektorokat:

>> dY=-Y/20;
>> dT=ones(size(dY));

@ Rajzoltassuk ki az irdanymez6t:
>> quiver(T,Y,dT,dY);

Osszefoglalva:

>> t=0:15; y=0:15;

>> [T,Y]=meshgrid(t,y);
>> dY=-Y/20;

>> dT=ones(size(dY));
>> quiver(T,Y,dT,dY);
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Feladat
(a) Rajzoltassa ki az
y'=x+y+2
KDE irdnymezejét a [—4, 4] x [—6, 6] tartomanyon.
(b) Ellenérizze, hogy az y(x) = —x — 3+ k - e* fuggvény (ahol k
konstans) megoldja az egyenletet.
(c) Rajzoltassa ra az irdnymezére az

y(0) =0,
y(0) = =3,
y(0) = -5

kezdeti feltételekhez tartozé megoldést.
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Példak differencidlegyenletekkel megoldhaté feladatokra

2. Példa

Egy csénak mozgdsa a viz ellendlldsanak hatdsara lassul. A csénak
kezdGsebessége 1.5 m/s, 4 s milva pedig 1 m/s sebességgel halad.
Mikorra csokken a sebessége 1 cm/s-ra, ha a viz ellendlldsa egyenesen
aranyos a csénak sebességével?

Megoldas:
v(t): a csénak sebessége a t-edik masodpercben (m/s)
A KDE:

VI(t) = k- v(t)

A peremfeltételek:
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Példak differencidlegyenletekkel megoldhaté feladatokra

A KDE megoldasa:
v(t) = C - ekt

Felhaszndlva a peremfeltételeket:

viO)=C-ek0=Cc=15

o~

1 1
4)=15-e*=1 k=>In— =-0.1014
) =15-e = k=gngs =010
Tehat a megoldas:
v(t) =1.5. ¢ 01014
Mikor lesz a sebesség 1 cm/s, azaz 0.01 m/s?
1 0.01
_ . »—0.1014¢ - _ L
0.01=15-¢ ==t 01014 In 15 49.415
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Szimbolikus megoldas Matlab-bal
Példa

Oldjuk meg az el6z6 példaban megjelend differencidlegyenletet a Matlab
dsolve fliggvényével!

A dsolve(eqn) utasitdssal a szimbolikus alakban adott eqn egyenletet
oldhatjuk meg.
Az

V/(t) = k- v(t)

egyenletet szeretnénk megoldani, ehhez el6szor definidljuk a k és v(t)
szimbolikus mennyiségeket:

>> syms k v(t)

Adjuk meg szimbolikusan az egyenletet:

>> eqn= diff (v,t)==k*v
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Szimbolikus megoldas Matlab-bal

A megoldas a dsolve fliggvénnyel:

>> dsolve(eqn)
ans=
Clxexp (k*t)

A C1 konstans meghatarozasidhoz a v(0) = 1.5 feltételre is sziikségiink van.

>> syms k v(t);
>> eqn= diff (v,t)==k*v;
>> condl= v(0)==1.5;
>> dsolve(eqn,condl)
ans=

(3xexp(k*t))/2
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Feladatok

(1) Egy test 10 perc alatt 100 C fokrdl 60 C fokra hiilt le. A kdrnyezé
leveg6 homérsékletét konstans 20 C foknak tekinthetjik. Mikor hiil le
a test 25 C fokra, ha a test hiilésének sebessége egyenesen aranyos a
test és az 6t korlilvevo levegd homérsékletének kiilonbségével?

(2) Keressiik meg azokat a gorbéket, melyek esetében barmely érintének
az x-tengellyel vett metszéspontja fele akkora, mint az érintési pont
x-koordinatéja.

(3) Egy 10 liter vizet tartalmazé edénybe literenként 0.3 kg sét
tartalmazé oldat folyik be folyamatosan 2 liter/perc sebességgel. Az
edénybe belépd folyadék Osszekeveredik a vizzel és a keverék 2
liter /perc sebességgel kifolyik az edénybdl. Mennyi sé lesz az
edényben 5 perc milva?

(3) Egy 200 m3 térfogatii szobdban 0.15% szén-dioxid van. A ventilldtor
percenként 20 m3 0.04% CO, tartalmii levegét fiij a helyiségbe,
Mennyi id6é mulva csokken a szoba levegéjében a CO, mennyiség a
harmadara?

~
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Feladat

Vélassza ki az aldbbi egyenletek kozil a kozonséges, illetve a parcidlis
differencidlegyenleteket!

! xx" — Oy

@ - 6t11

@ X'x"'x" = cos(t)

Q@ % — Ay =0

@ ax=x

@ T'=—kT

@ Oiz+dz=—-03z

@ x" —cos(t)x' + x = &
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Differencidlegyenletek osztalyozasa

Feladat

Melyik linearis és melyik nem az alabbi egyenletek koziil? A nemlinedris
esetben melyik a nemlinearitast okozé tag?
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Egyszerlien integrdlhaté feladatok

Feladat
Adja meg a kovetkez6 egyenletek altaldnos megoldasat!
(a) x" = sin(t)

(b y,_l—il—x
() ¥ = Vx T2
(d) o = t(t +1)
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Szeparabilis differencidlegyenletek

Feladat
Oldja meg az alabbi egyenleteket, illetve kezdetiérték problémakat!

&) y'=75

() A +x)yy =1

g) 3u' + cos(x)u? =0 és u(0) =1
(h) t(t—1)x'+x(x—1)=0
Feladat

Az el6z6 feladatban szerepld egyenleteket oldja meg a Matlab dsolve
fuggvényével!

v
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Linearis inhomogén differencidlegyenlet

Példa
Oldjuk meg az x(y’ — y) = e~ differencidlegyenletet!

Megoldas: Az egyenletet atrendezve az

eX
Y'=y+—, x#0
X
inhomogén linedris differencidlegyenletet kapjuk.

@ Oldjuk meg az y’ = y homogén egyenletet!
Ennek megoldasa az y = C - € fliggvény, ahol C konstans.

@ Konstans varidlds: tekintsiik a konstanst x-t6l fliggdnek:

y=C(x)- e
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Linearis inhomogén differencidlegyenlet

Helyettesitslink vissza az eredeti egyenletbe:

eX
C'(x)- &+ C(x)- e = C(x) - & +—
~~ ~—— X
y' y
Innen N
Cx)-&f=— = (C'(x)=-,
X
azaz
C(x) =In|x|+ K,
ahol K konstans.
A megoldds tehat:
y = (In[x| + K)e*
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Linearis inhomogén differencidlegyenlet

Feladatok
Oldja meg az aldbbi egyenleteket!

(1) y=x+y+2

(2) Xy — 2y =2x*

(3) x*y +xy+1=0

(4) ¥ =2x(x* +y) )
Feladat

Oldja meg az el6z6 egyenleteket a Matlab dsolve fiiggvényével! J
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Bernoulli-féle differencidlegyenlet

Példa
Oldjuk meg az y’ + 2y = y?e* differencialegyenletet.

Megoldas: Az egyenlet y' + g(x)y + h(x)y® = 0 alakd Bernoulli egyenlet

(g(x) =2, h(x) = —€*, a = 2), az y = 0 trivialis megoldas.

Szorozzuk meg az egyenletet (1 — a)y~® = —y~2-nal:
Y2~
2y
Legyen z = y1=% = y=1. Ekkor 2/ = —y 2y’ és

7 —27=—¢F

Ez egy inhomogén linearis egyenlet.
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e A Z — 2z =0 homogén egyenlet megoldasa: z = C - e

@ A konstans varidlasa:
Z,: C’-e2x+2C-e2X
amibél

C e +2C e -2C e =—-€" = (' -e=—¢"

z/ z

azaz
C(=—-e"= C=e"+K

Az inhomogén egyenlet megoldasa:

z =" + Ke**

Tehat az eredeti egyenlet megoldasai

1
eX + Ke2x

y = y=0
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Bernoulli egyenlet

Példa

Oldjuk meg az eléz6 y’ + 2y = y?e* Bernoulli egyenletet a Matlab dsolve
fuggvényével.

Megoldas.

>> syms y(x)
>> eqn=diff (y)+2xy==y  2*xexp(x) ;
>> dsolve(eqn)

ans =
0
exp(-2*x)/(C5 + exp(-x))

e—2><

Tehat 2 megoldast kaptunk: y =0és y = £ —
Utdbbinak a szdmlaléjat és a nevezdjét is e

‘ - (o 1
altalunk kiszadmolt megoldast: y = T e
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Bernoulli egyenlet

Feladat

Oldja meg az alabbi egyenleteket!
(@) %y =x*+y°

(b) y' = y*cos(x) + y tan(x)

(c) Xy +xy+y =0

Feladat

Oldja meg az el6z6 egyenleteket a Matlab dsolve fliggvényével.
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Riccati egyenlet

Példa
Oldjuk meg az

Y =@t-1y+(1-t)y* -t
egyenletet, ha tudjuk, hogy y, = 1 megoldas.

Megoldas:
Az egyenlet egy y' = qo(t) + qu1(t)y + go(t)y? alaki G.n. Riccati egyenlet:

"= 2t=1)y+(1—t)y> -t
y' = )y +( )y
q1(t) q2(t) qo(t)

Ha ennek ismert egy y, partikuldris megolddsa, akkor tetszéleges y

megoldds eléall y = u + y, alakban, ahol u a kovetkezd Bernoulli egyenlet
megoldésa:

u' = (qu(t) + 2q2(t)yp)u + qa(t)u?
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Ez az egyenlet most a kovetkezd alakd:
=2t -14+2(1—-1t) - Du+ (1 - t)?

azaz
v =u+(1-t)?

A Bernoulli egyenlet megoldésa: szorozzuk meg az egyenletet —u—2-vel:
—u ==t -1
Legyen z = u™ !, ekkor 2/ = —u~?u/, és az egyenlet

Z=—z+t-1,

ami egy linedris inhomogén egyenlet z-re.
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Oldjuk meg a z/ = —z homogén egyenletet! Ennek megoldasa:
z=Ce!
Konstans varidldssal oldjuk meg az inhomogén egyenletet:

Z=Cet—Cet

igy
Cet—Cet=—Cet4+t—-1
~—_——— ~
z/ z
azaz
Cet=t-1
C'=(t—1)et

C=tet —2et+ K

igy az inhomogén egyenlet megoldasa:

z=t—2+ Ket
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Az inhomogén egyenlet megoldasa:
z=t—-2+Ke*t

Ebbdl a Bernoulli egyenlet megoldasa:

1 1

i o

fgy a Riccati egyenlet altalanos megoldasa:

1
S T Ret
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Riccati egyenlet

Példa

Oldjuk meg az el6z6 y' = (2t — 1)y + (1 — t)y? — t egyenletet a Matlab
dsolve fliggvényével.

Megoldas:

>> syms y(t)
>> eqn = diff(y)==(2*%t - 1)*xy + (1 - t)*y~2 - t;
>> dsolve(eqn)

ans =
1

exp(t)/(C6 + exp(t)*(t - 2)) + 1

Két megoldast kaptunk: y =1ésy = Hefi(ttQ) + 1. Utdbbiban a tort
szamlaléjat és nevezGjét e *-szel szorozva éppen az elébb kiszamolt
megoldast kapjuk.
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Riccati egyenlet

Feladat

Oldja meg a kovetkez6 Riccati egyenleteket a megadott partikularis
megolddsok segitségével

@ y(x) +2y(x)e* — y2(x) = € + €5, yy(x) = e
@ y(x) -2 =2+ %, ye(x)=-1

Feladat

Oldja meg az el6z6 egyenleteket a Matlab dsolve fiiggvényével.
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Allandé egyiitthatds, masodrendii, kozonséges,
differencialegyenletek

Feladat

Oldja meg a kovetkezd egyenletek kozil a homogéneket " kézzel” illetve
Matlabbal, az inhomogén egyenleteket Matlabbal! Utébbi esetben
ellendrizze derivéldssal, hogy a kapott megoldas kielégiti-e az egyenletet!

y'(x) = y'(x) — 2y(x) = 0,
y"(x) = 4y'(x) + 5y(x) =
y"(x) +6y'(x) +9y(x) =
Y'(x) +3y'(x) +2y(x) =
y"(x) = 2y'(x) = 3y(x)
y'(
y'(

(

0
0, y(0)=1, y'(0)=1,
e3x

e

4x

"(x) — y'(x) = 2e* — x*,
"(x) = 3y'(x) + 2y(x) = sinx,
y'(x) +2y'(x) = 3y(x) = 0,
yY'(x) +y'(x) — by(x) = 5>, y(0) =0, y'(0) = 1.
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Magasabb rendii egyenletek

Feladat

frja at a kovetkez6 magasabb rend(i egyenleteket ekvivalens,
egyenletrendszerekre!

y"(x) = y'(x) =0, y(0) =3, y'(0) = -1, y"(0) = 1,
y®(x) = y(x) =0,

2xy"(x) +y'(x) =0,

2y(x)y'(x) = y"(x).

y"(x) = 8y(x) =0,

yW(x) +2y"(x) + y(x) =0,
y"(x) = 3y"(x) + 3y'(x) — y(x) =0,
xy"(x) = y"(x) = xy'(x) + y(x) =0
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